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Walther Dyck, Beit1'age ZU?' Analysis situs.  II. Mittheilung. 
(Vorgelegt von F.  Klein  .. ) 
Die nachfolgenden Entwickelungen sind im weiteren Ver-
folge  der Untersuchungen  zur Analysis  situs  entstanden,  von 
denen  ich  einen  ersten  Bericht  der  hohen  Societät  im  Juli 
vorigen Jahres vorzulegen die Ehre hatte I). 
Die Beziehung der G1'unclzahl einer Flache zu der K/'oneeker'-
sehen  Gharaeteristik  eines  gewissen Functionensystems  zu kenu-
zeichnen,  war der wesentliche Zweck jener Mlttheilung.  Das 
weitere Studium jener Kroneckel."schen Untersuchungen  2)  hat 
mich nun auch jene geometrischen Fragen in einer allgemeinen 
Form zurecht legen lassen,  welche es ermöglicht,  auf rein geo-
metrischem Wege für Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimensionen 
eine  chat'acteristische  Zahl  zu  definiren.  Es sind schliesslich 
die  hier  besprochenen  Zahlen  keine  wesentlich  anderen,  als 
die,  welcbe schon in  den  Riemann-Neumann'schen Entwick-
lungen  für  die Grundzahl einer Fläche,  in den Listing'schell 3) 
und  Betti'schen  4)  Untersuchungen  für  mehrdimensi'Onale  Ge-
hilde  enthalten  sind 5).  Doch  babe  ich  absichtlich  auch 
die  geometrische Entwickelung  der  Characteristik  (im  1.  Ah- . 
schnitte)  etwas  ausführlicher behandelt,  weil für meine gegen-
warligen Fragestellungen  clie  F01'1n  cle1'  Ableitung  solcher Zahlen 
wesentlich ist.  Diese wtj'd namUch  gegeben  mit Hülfe eines Enl'-
1)  Beiträge  zur Analysis· situs  L  Mittheilung;  im  Folgenden  stets 
A.  S. 1.  citirL 
2) Monatsbericbte der Berliner Akademie vom Jahre 4869 u.  ~ 878. 
3)  Census räumlicher Complexe.  Man  sehe insbesondere den Lehr-
satz auf pag. 77. 
l,)  Sopra gH spazi di un numero qualunque di dimensioni.  Annali di 
matematica Se  2.  tom. 4. 
5)  Auf Characteristiken von  der in  meiner Note  "On the Analysis 
situs of threedimensional spaces« (Report of the British Association,  Mon-
treal 4 88 l.) angedeuteten Al't gehe ich hiel' nicht ein.· 54  \V  AI.TUER DVCK, 
stehungsprocesses  de?'  Mannigfctltz'gkez't,  welcher,  von  einem  Ele-
mentm'gebilde  begznnend,  in den  ve~'schiedenen Stadien die Aen-
derung der characteristischen Zahl  Z16 verfolgen gestattet 1).  Diese 
Ableitttng ermögUcht es dann - sofern nur analytisch zugangliche 
Entwickelungsar'ten eines geometrz'schen Gebildes zu Gt'unde gelegt 
werden - sofort auch zur analytischen Formulintng der Charac-
teristik übm"zugehen  (Abschnitt II)  und diese ist eben keine cLndere 
als die Kroneck.er'sche,  welche  die  OharacterisUk eines Systems 
von  (n +  1)  eindeutigen 1'eellen Ftmctionen 
f  ==  0,  f1  =  0,  f"  =  0, ."  fn  =  0 
von  n  1'eellen  Veranderlichen  (wo  die  fi  die  ersten  Ableit'ungen 
von f nach den Variabeln bedeuten)  angiebt,  Die Bet1'Ctchtttng eines 
solchen  Entstehungsprocesses  führt dabei  - zunachst für zwei-
'und dreidimensionale lineare Gebz'ete  cLttsgesprochen - zu je zwei 
Relationen,  zwischen  den  }) besonderen  Punkten «  (Doppelpunkten) 
eines "beliebigen  im  Endlichen  gelegenen  ebenen  Curvensvstems 
f  (x,  V,  z) =  0  mit einem  Parameter  z, und  zu,  zwei analogen 
Relationen für die »besonderen Punkte" (Knotenp'ttnkte)  eines in un-
Sß1'em Raume im Endlichen gelegenen Flachensvstems f (x, v, z,  w)  = 0 
mit einem Parameter w  ...,....  Beziehungen,  von  denen ich  einen 
speciellen Fall für Systeme sich  n~'cht schneidender Curven in der 
Ebene  (und auch auf beliebiger Fläche) in der ersten Abhand-
lung bereits  formulirt habe ").  Zum Schlusse  ist noch  auf die 
Weiterführung dieser Untersuchungen  hingewiesen,  welche in 
der  vorliegenden  Form  nu  l'  die  wesentlichen  systematischen 
Betrachtungen  für  die  Behandlung  aller  solchen  Fragen  ent-
wickeln wollen. 
1)  Dabei erscheint es dann auch geometriSCh berechtigt, wenn ich in 
der  Folge  für  eine Fläche  aie.  Kronocluw'scho  Chat'aateristil.  K  statt  cler 
N/Jwmann'sohen  Grunclzah~ G einführe, insoferne es naturgemtiss erscheint, 
dem  }J Niahtvm'hando'Moin«  einer Mannigfaltigkeit  die.  Charactl;\ristik  N1Ül 
zu ertheilen,  Auch gestaltet sich die Formel,  welche die Characteristik 
einer aus  mehreren getrennten TheBen bestehenden Mannigfaltigkeit an-
giebt, unter Zugrundelegung der Kronecker'schen Zahl einfacher - näm-
lich  direct als  Summe der Characteristiken der Bestandtb.eill;\ (vergi. pag, 
59) - als für die Neumann'sche Grundzahl, die sich aus den Grundzahlen 
der einzelnen Theile und det' Anzahl de'l'  Theilo zusammensetzt (vergl. z.  B. 
A. S. I. § 1), 
2).  Man vergl.  hierzu  die  dort erwähnten  au{  solche Curvensysleme 
bezüglichen Untersuchungen von Reech, Möbius und Poincm'e. BEITRÄGE  ZUR  ANHYSIS SITUS. II.  55 
1.  .A.bsclmitt. 
Geometrische  Ahleitung  (leI'  Characteristik  einer Mannig-
faltigkeit. 
Der vorliegende Abschnitt enthält zunächst die Ableitung 
deI'  Characteristik  linearer Mannigfaltigkeiten  aus  einem  Ent-
stehungsprocess  deI'  Mannigfaltigkeit)  geht dann (§  5)  zu »)ge-
schlossenen« ~Iannigfaltigkeiten über und kennzeichnet schliess-
lieh  (§  6)  die  Abzühlung  der  Characteristik  an  der  fertigen 
.Mannigfaltigkeit, 
§ 1-
Punktgruppen als Mannigfaltigkeitenllfo' 
Nur  der Uebersichtliehkeit einiger nachfolgencler Formu-
limngen wegen erwähnen wir' als Anfangsglied unserer !lfannig-
faltigkeiten  diejenigen  nullt  er  Dimension,  die  Punkte,  de1'e11J 
Ch(wacteristllr /(0 gleich ihre?' Anzahl ist. 
§.  2., 
Eindimensionale Mannigfaltigkeitenilf{.· 
Dns  Elementargebilde EI  einet'  eindimensionalen  Jlfannz'g-
faltigkeit  ist  geomet·risch  vorgestellt  durch  ein  begJ'enztes  Stück 
einer  Geraden. 
Das Entstehen des Elementargebildes zählt +  1,  das Ver  ... 
schwinden -<\.  Die Trennung eines E~in zwei Stücke kommt 
dem Entstehen  eines  weitel'en  E.,.  gleich und  zUhlt  somit für 
die  Characteristik  der MannigfaltIgkeit  .1}[1  mit  + 1,  die Ver-
einigung  zweier Ei entsprechend  mit  ~  4.  Man kann sich die 
» Trennung  «  eines Ei  hergestellt  denken  durch Ausschaltung 
eines Punktes, also einer .lIfo auS der Strecke, durch eine» Pnnk-
tirung«) und mag dann den Satz formuliren4):  .. 
)) Punktirttngen«  zahlen  für  die  Chm'acte1'istik  K1  eine1'  lJf1 
im Sinne ihrer Punktcharacterist'ik.·  . 
Die entgegengesetzte Zählttngt1'itt ein fitt' d'ie  'inverse Ope1'a'"-
tion des Aufhebens eine·r  Pttnktirttng  . 
.  lj Der Satz ist in dieser Form nur  mit Rücksicl1tauf die in § 3 tlnd I. 
gegebenen analogen Slitze ausgesprochen. 56  \V  AI/l'UHR DYOK; 
§ 3. 
Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten 1112 , 
Dcts  Elementargebilde  E,.  . einer  ebenen  lIfc~nnigfaltigkeit  111'1. 
'i'st  gßometTisch gegeben durch das Innere eine1' geschlossenen,  sich 
nicht selbst dttrchsetzenden ebenen Cttrve. 
Das Entstehen des Elementargehildes zählt +  1,  sein Ver-
schwinden - ~.  Die Trennung eines E'}.  durch einen von Rand 
zu Rand  geführten Schnitt )}Querlinie«  kommt dem  Entstehen 
eines  neuen  E2  gleich,  und  zählt also  +  1,  die  Vereinigung 
zweier Elementm'gehilde  ltlngs einer solchen Strecke zHhlt ent-
sprechend - 4  fU)'  die Characteristik K,..  Soferne eine solche 
Vereinigung  zweier Randstücke  auch  an  einem E2  durch  Zu-
sammenbiegell staLthaben kann und das entstehende ringförmige 
Ebenenstuck  auch  durch  Anhringung  einer  Oeffnung  »)Punk-
tirung« in einem  E2  herzustellen  ist,  folgt,  dass })Anbringuug 
einer  Oeffnung  (e  als  - 1,  Schliessen  einer  Oeffnung  - eine 
Operation, die einer »Trennung« durch eine Querlinie im obigen 
Sinne gleichkommt - als +  1  zu zählen ist. 
Sonach ;kommen für· die  Abzlihlung  der Charakteristik ](9-
einer ebenen lUannigfaltigkeit J112  die Sätze: 
1.  Ein  System  von  » PltnktiTungen(  zählt fÜ1'  die  Flf.ichen-
characlß1'isUk I{'}.  im entgegengesetzten Sinne seine?'  Plt1lkt-
chcwacteristik f{o' 
2,  Ein  System  von  )) Querlinien  (  zählt fÜl'K2  i 111  Si  11 n e 
seiner·Cw'venchm'acte'ristik K1 •  . 
Die entgege1igesetzten Zahlitngen t,'elen für' die A'l6fhebung dm' 
besp1'ochenen·Opwrationen ein. 
Weitet'  entnehmen· wir  den  vorstehenden  Ausführungen 
den Satz; 
3.  Schneiden WÜ'  aus dern  Innm'n  unsere?' lIfannigfaltigkeit 
1112  eine  andß1'e  Mannigfaltigkeit M~'  .  von  gegebene?'  Cha1'CtCtß1'istik 
K':}.'  heraus,  so  1:stdieses  Entfernen  von  M2'  im  entgegen-
ge set  z te  n  Sinn  e  dm'  zttgehlJrigen  Characte?'z'sUk  K'1.'  Ztt  zah-
len,  'lmd  umgekeh1,t  ist  das  Ausfüllen  von  eingeschlossenen 
Lücken  i 111  S in  n e  derz'ltgehörigen Chal'actm'istik  in Rechnung 
zu bringen. 57 
§  4·, 
Dreidimensionale  Mannigfal  tigkeiten  1113 , 
Das Elementargebilde Ea l;st  geometn'sch  ein von  einer Kugel 
oder einer  daraus  [h~rch Biegung 'lmd Dehnung ohne ZerTez'ssung 
ableitba1'en Flache begrenztet linearer' Raum. 
Das Entstehen von Ea  zählt +  1)  sein Verschwinden  - ,I. 
Die  Trennung  eines  Ea  dnrch  eine· ebene Lamelle  Es  ) Qner-
fläche «,  deren Rand in der Begrenzung von Ea liegt, zählt,.veiJ 
damit ein weiteres  Es  hergestellt wird;  +  ~  für  die Charac-
teristik K3  von ·i}fa;  die Vereinigung zweier Es  in einem solchen 
E'}.  ist  entspt'echend  - 4  zu  zählen,  Die  Vel'einigung.kann 
wieder an einem einzigen E~ in  zwei  Stüoken E'}.  der Begt'en-
zungsfluche vorgenommen werden und führt zu einem von einer 
RingtlUche  begrenzten  Raume)  dessen  Charactcristik  sonDch 
Null betrl1gt.  Wir können uns diese Umformung dadurch her-
gestellt  denken,· dass  eine  Durchbohrung  an  einem  Es  aus-
geführt wird,  dergestalt,  dass  zwei  Punktedcl' Begl'enzungs-
fläche  von Ea  durch ein  Ei  verbunden werden.  Eine  solche 
Durchbohrung  oder die  AnbTingungeinm' Quedinie  zählt dem-
ni:ICh  - 4.  Umgekehrt ist das Zuwachsen einer solchen Dnrch-
bohrung,  also  das Wegnehmen einer Querlinie EI  mit  +  4 zu 
zählen.  Um zu entscheiden, wie die AnbTingtmg eine1' Punktintng 
für die Characteristik unserer Mg  zu zUhlen ist, denken wir uns 
einen von  zwei  concentrischen Kugeln begrenzten  schalenför-
migen  Raum.  'ViI'  können  denselben  dadurch  zu einem  EIe..,. 
mentargebilde Ea umformen, dass wir beide begrenzende Scha-
len  durch  eine Querlinie verbinden,  dass wir also  durch eine 
Durchbohrung den  innerhalb der Schalen  gelegenen Raum mit 
dem  Aussenl'aume  vereinigen.  Diese  Durchbohrung  ändert 
die  Characteristik  der  von  jenen  heiden  Kugeln  begrenzten 
lila  um  - 1.  Die Characteristik des  dabei entstandenen Rau-
mes E g  ist aber +  4 ,  also kommt dem erstgenannten Raume die 
Characteristik +  2 zu,  Soferne dieser aber auch dm'eh Aribrin-
gung einer Punktinmg aus  einem Es  abgeleitet werden kann, 
schliessen wir, dass  eine sölche hier +  1  zu zuhlen ist.  Jetzt 
können wir sofort auch entscheiden, wie sich die Characteristik 
einer  Mg  lindert,  wenn  wir. die  )Jla  mit  solchen  Querflächen 
schneiden,  deren Flächencharacteristik nicht mehr gleich 1 ist. 58  WALTUER DyClC, 
Denken wir uns nämlich das Ea durch n Punktirungen  in eine 
jJ!Ia von  der Chal'acteristik n +  4  verwandelt, so lässt sich diese 
sofort in  eine vonn +  1 Kugeln  begrenzte  11f3 (durch  Erwei-
terung jener Punktirungen)  verwandeln.  Legen wir nun eine 
Querfläche, welche alle Kugeln schneidet, so besitzt diese Quer-
fläche  nach  den Zählungen  in § 3  die  Characteristik  - 12 +  L 
Nach Ausführung des Schnittes ist derRaum in zwei Ea zerfällt, 
woraus folgt,  dass der Schnitt in jener Querfläche fur die Cha-
racteristik der  .Ma  uach Massgabe  seiner FIHchencharacteristik 
K'J.  zuzählen isL. 
Stellen wir die hiel'mit gewonnenen Sätze  zusaminen,  so 
sind es die folgenden: 
FÜT  die  Bestimmung der Characteristik Ks  einer 1113  zahlen: 
1.  Punktirttngen  im S in  n e ihre?'  Characteristik Ko' 
2,  Querlinien im entgegengesetzten Sinne ülrer Cha-
1'aetm'istik [(I; 
3,  Q'LterfUtchen  im Sinne ihrer Clwracteristik K'1.' 
Umgekehrt  sind elie  Aufhebtmgen  dßt,  bezeichneten Operatio-
nen Ztt zahlen. 
Weiter erschliessen wir aus den bisherigen Ausführungen 
den Satz: 
i.  Schneiden  wir' aus dem.  Inn81'n  unser'er Ma.nnigfaltigkeit 
J113  eine andere Mannigfaltigkeit  Ma'  von  gegebenm'  Charaetedstik 
Ka'  herc~us,  so  ist dieses V81'schwindenlctssen  von lJia' im,  Sinne 
der zt6gehiJ1'igen  Charaeteristik I{s';;s'u  ztihlen,  tmcl  umgekeMt ist 
das  Attsfullen  von  d'ngeschlossenen  IIohh'aumen  im  entgegen..., 
ge set  z te  n  S in  n e  de1'  zugehöTigen  Chctracte1"istik  in  Rechnung 
Z1t b1'ingen. 
§ 5. 
U  ebl;)rgang  zu  » geschlossenen  ce  Mannigfaltigkeiten  1li2,  und .Ma• 
Die hiermit  gegebenen  Sätze,  welche  die  Characteristik 
der linearen Mannigfaltigkeiten erster bis dritter Dimension aus 
einem  gemeinsamen Principeergeben,  können  ersichtlich.in 
ganz  anuloger  Formulirung. auch  für  mehr Dimensionen  fort-
geführt werden.  . Ich möchte indess auf diese weiteren Formu-
lil'ungen hier nicbt eingehen, vielmehr die in den vorstehenden 
Paragraphen gewonnenen Hülfsmittelnoch verwenden,  um die BmTRXGE ZUR  ANALYSIS SITUS.  H.  59 
bisherigen Abzählungen,  welche  nur für  linecwe  Mannigfaltig-
keiten fixirt  sind,  die  VOll  Punkten,  CUl'veu bez. FHtchen be-
grenzt sind, auch noch auf geschlossene lYfannigfaltigkeiten aus-
zudehnen.  Dabei seien nur zwei- und dreidimensionale Gebilde 
in Betracht gezogen. 
Wir  stellen uns  dann» geschlossene 1I'Iannigfaltigkeiten«  da-
durch her,  dass  wir bei  den  ebenen  Af,.  die  begrenzenden  Rand-
czwvenpam'weise einandel' zugeordnet denken,  und ebenso fil?' die 
bisher  betrachteten  Ma  eine  paarweise Zuordnung ihl'ez'  Begren-
zungs{lllchen  gegeben  denken.  Um  dann die Characteristik der 
geschlossenen Mannigfaltigkeiten  zu bestimmen,  bedarf es nur 
noch  zweier Sätze,  welche  die Aenderung  der Cbaracteristik 
dUl'ch  die  Zuordnung  je  zweier  Begrenzungscurven  bez. Be-
grenzungsflllchen angeben,  Sätze,  dei'en Umkehrung  den Ein-
fluss einer Zerschneidung einer M'2  hez. 1)13  längs geschlossener 
Flächen angiebt. 
Insoferno  man  nnn  einen  geschlossenen  innerhalb  einer  .  ~ 
.i!f,.  verlaufenden  Schnitt  durch  eine »Punktirung<l (-1)  und 
eine »Querlinie « (+ 1),  welche von  der Punktirungauslaufend 
wieder  in  dieselbe  mündet,  zusammengesetzt  denken  kann, 
folgt der Satz: 
Ein  geschlossenet'  CUl'venschnitt  iln  Innern  eine1'  M',z  andert 
deren Charactel'istik nicht.  Ebenso bleibt also umgekelwt die Charac-
teristik ungeandert bei der Zuordnung' zweier  Randc~wven  einer lJI1'l' 
Mit Hülfe  dieses Satzes Illsst  sich  sofort die Characteristik 
einer beliebigen geschlossenen .ßf'l  bestimmen durch Summation 
der Characteristik der ebenen Flächenstücke, dm'en Zusammen-
setzung jene lf\1  ausmacht.  . 
Beispielsweise  wird  eine » Kugelfläche  «. dnrch Zuol>dnung 
der Randcurven  zweier  E~ gebildet und es  kommt derselben 
sonach die Chat'acteristik ~ zu.  Eine RingfHi.che,  durch Zuord-
nung  der Ränder eines  ehenen  zwischen zwei  concentrischen 
Kreisen eingeschlossenen Gehietes herstellbar,  erhält die Cha-
racteristik Null u. s. w. 
Man erkennt gleichzeitig den (auch fur mehr Dimensionen 
ausdehnbaren) Satz:  . 
Die Characteristilc R~  einer geschlossenen jJfannigfaltigkeit M'J.' 
die WÜ' tms als Flache in einem linearen clreidirnensionalmi Raume 
attfgeblasen denken /clinnen,  ist gleich der doppelten  Char(wteristik 
Ka delI  ßttgehö'l'igen Innenraumes.jene't· Fltwhe. 60  W ALTllER· DYCK, 
Um auf den Einfluss eines im Innern einer 1/ 3  ausgeführten 
Schnittes Hings einer geschlossenen JIII2  zu kommen,  betrachten 
wir zunächst einen  im Innern  einer  1113  ausgeführten  Kugel-
schnitt.  Derselbe kann aus einer Punktimng (+  ~ ) und einer 
Querfläche (von der Characteristik +  1)  zusammengesetzt wer-
den,  ändert also. die  Chat'öCterisLik von  11 3  um  +  1 +  1 =  2. 
Aehnliche Ueberlegungen ergeben den allgemeinen Satz; 
Ein i'ilL Inner'n  eine)'  j}/3  a'UsgefiUwteT  geschlosseneT Flachen-
schnitt von  de1'  Fllichenchar'actenistik  K9,  er'hüht  die  Cha1'aclm'islik 
von  11 3  wn  J('!..  Umgekehrt  winl dw'ch  die  Z'Uo1'dn'Ungzweier 
BegTenzungs{lachen  einer'  hIS)  welche  beide  die Charactedstik K2 
besitzen,  die  Chm'cwte1'istik del' hI j  'Um  K'2verminder't. 
§  6. 
Unveränderlichkeit der Characteristik für verschiedene Erzeu'-
gungsweiseneiner Mannigfaltigkeit. 
Die Bedeutung der CharacterisLik liegt in der Unveränder-
lichkeit derselben  a11  den verschiedenen Processen  gegenübßl', 
durch welche  ,viI'  uns  eine  Mannigfaltigkeit  erzeugt  denken 
können.  Bei der im Vorstehenden gegebenen Ableitllng von J( 
Illit Hülfe eiTws Entste111lngsprocesses der Mannigfaltigkeit ist es 
erforderlich, zu heweisen,  dass wh' beijedem liVege,  aufwel-
chmn  wi1'  'I.tnS  die  lflannigfaltigkeit 11 entstanden denken  können, 
altf dieselbe Zahl J( gefilkrt wel'den.  Dieser SaLz ist unmittelbar 
,bewiesen,  sobald ,vir zeigen,  dass unsere bisherige Ableitung 
der Characteristik z'u einer besUmmten Deftnition d81'selben an 
der f e1' tigen J!annigfaUigkeit führt. 
Es  seien  diese  Definitionen  für  linem'e  zwei- 'I.tnd  drei-
dimensionale  Mannigfaltigkeiten  (§  3,  4). formulit,t.  Es. genügt 
da])ei nur von zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten zu reden, 
denn es gilt  (aus  der bisherigen  Ableitung von  K)  ganz allge-
mein der Satz: 
Die Ghamcteristik K einm' ates beliebig vielen get1'ennten,Thei-
len  bestehenden  1I1annigfaltigkeit  setzt sich  ans  der  Swnme  der 
Chm'ßcteristiken dm'  Theile zusammen. 
Ein  zusammenhängendes ebenes  Flächenstück  kann  man 
nun bezeichnen .a1s  ein Elementargebilde E'}.,. aus dessen Innem 
nebensolche E1ementaI'gebilde E2  herausgeschnitten sind:  Dann BEITR;tGE  ZUR ANALYSIS SITUS.  Ir.  61 
ist K'l. =·1 ...;.... n d. i. die Differenz deI' Characte1'istt'ken des zu, Grunde 
gelegten 'Und  dß1' he/'a'l.tsgeschnittenen Flachenstiicke E'}.  die unmittel-
bar an dem fertigen  Flachenstilc1w  ersichtliche Characteristikl). 
Ein zusammenhlingendes und nur yon einer geschlossenen 
Fläche  begrenztes Stück  unseres Raumes  kann man  bezeich-
nen  als  einen Elementarranm  ES}  weIchet' n  Durchbohrungeu 
erhalten hat 'Hnd  Me?'  ist wieder Ka' =  4 - n  die  unrnittelbm' wn 
Gebilde  selbst abzulesende  Characteristik.·· Allgemein wird man 
jedes zusarnmenhlingencle Stück unseres RaHmes bezeichnen kön-
nen  als einen yon einer  geschlossenen Fläche nach aussen ab-
gegrenzten  Raum  yon  der. Characteristik Kat,  aus  dessen  In-
nereu .weitere Räume  der  obigen  Art  bez. von  den  Charac-
teristiken Kali;  Kalif, ... Ka  (21)  herausgeschnitten sind.  Detnn  ist 
J(s=.::E K/V), d. h. elie  Summe de1' Characteristiken des  Z1.t Gr1.tn(le 
gelegten  und der he1'aVrsgeschnittenen Raumstücke die  unmittelbar 
arn  aebilde selbst abzulesende Chw'acteristik'l). 
TI. Abschnitt. 
Analytische  Formulinmgell. 
Nachdem wir im Vorhergehenden überhaupt irgend welche 
continuirlichen Pt'ocesse  zur Erzeugung einer l\fannigfaltigkeit 
jJl betrachtet haben, handelt es sich jetzt, wo wir uns eine solche 
Mannigfaltigkeit durch eine Gleichung  gegeben denken, darum, 
derartige geometrische Umformungsprocesse für die Herstellung 
unserer Gebildeeinzuführeu) die gleichzeitig einer analytischen 
Behandlung fähig sind.  Die folgenden Darstellnngen bieLen:·für 
Mannigfaltigkeiten yon  ein  bis drei Dimensionen specielle Bei-"-
spiele solcher Umformungsprocesse, die,  zu einem Theile schon 
in meiner ersten Abhandlung a:rigeführt,  hier in systematischer 
Zusammenfassung erscheinen.  Sie bezeichnen, ungeHchtetihres 
specielleren  Characters,  im Wesentlichen die Art  auch allge-
meinerer Formulirungen ,  auf welche  noch  in § 11  kUl'.Z  hin-
gewiesen wird.·  . 
. Es sei bezüglich der nachstehend betrachteten Functionen 
(, f1'  f'J,  •.• noch bemerkt,  dass wir sie an dieselben Bedingun-
.1)  cf. § 3. Satz B. 
2)  Yergl. § 4.  Satz !  ••. 62  WALTIIER DYCK, 
gen geknüpft annehmen,  die Kronecker für die Functionen sei-
nes  FUl1ctionensystems  zu  Grunde legt 1);  ebenso  ist  die Be-
zeichnungsweise, wie  schon in der ersteil MittheiIung,  mit der 
Kl'onecker'schen ühereinstimmend. 
§ '7. 
Oharacteristik eindimensionaler Mannigfaltigkeiten. 
Gegeben eine (flwve f (x, y)  =  O.  1I1an bestimme die  Chcwac-
teristik dß1'y'enigen  ]}fannigfaltigkeit Mt)  welche von den inne1'halb 
f =  0  liegenden  Theilen  d(!;r  Geraden Y =  Ya  gebildet wiTd. 
Indem man eine Gerade parnlle] zur Geraden Y =  Ya  über 
die  ganze  Curve,  von  oben beginnend,  mit  nbnehmendem  y 
hingleiten Hisst,  entsteht die fragliclle1l1{  in der Art,  dass bei 
jedem Maximum der CUl've eine neue Strecke auftI'itt: bez. eine 
vorhandene  sich  theilt,  während  bei  jedem  Minimum  eine 
Strecke verschwindet,  hez.  zwei Strecken zusammenwachsen. 
Nach  der  Definition  der  Cha1'actB1'istik  einer  1111  haben  wir also 
8ofoTt 
(~ )  J{!  =  ~  [f't  . fu.]  , 
Y=1Ja 
diese Summe vß1'standen über alle Punkte 
f  =  0,  t~  =  0,  Y > Ya  . 
Ferner ergiebt sich,  da  alle im Laufe der Bewegung entstan-
denen Strecken wiederverEichwunden siqd, wenn wir die ganze 
Curve mit der Geraden überstrichen haben: 
(2)  ~  [f~ ·tH)  ..  0 , 
sofel'ne die Summation jetzt über alle Punkte· 
f~·O,  f,,-O 
ausgedehnt wird.  Durch diese Formel (2)  ist eine er'ste Beziehung 
zwischen  den  Berillwungspunkten  h01'izontaü1'Tangenten  eine?' 
ebenen  CU1'veausgedrückt  .. 
~)  Für  die  Zusammenstel1ung  der  Kronecker'shen  Formeln verg!. 
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§  8. 
Characteristik zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten. 
Gegeben eine Flache {(x, y, z) =  O.  llfan beshmme die  Cha-
racteristi1c de?' fflannig{altigkeit zweiter Dimension .lJ.fs ,  welche von 
den  inne1'halb {= 0 liegenden  Theilen  de?'  Ebene  z  =  za gebildet 
tOi1'd. 
'ViI' lassen eine Ebene z  =  const.übet· die Fläche  herah-
gleiten  (mit  abnehmenden Werthen  z)  und  fragen  nach  der 
Characteristik des jedesmaligen ebenen Schnittes.  Die Schnitte 
hilden auf die xy-Ebene projicirt das einfeICh unendliche System 
({x, y, z) =  0  mit z  als Parameter.  Die Characteristik des 1n-
nern dieser Sclmittcurven ändert sich jedesmal in den Tangen-
tialebenen der  Fläche,  so zwar,  dass wir für diese Aenderung 
vier Arten von Berührungen unterscheiden können. 
(a) und (b).  Die Schnittcurve hat  an det' Berührungsstelle 
einen isolirten Doppelpunkt.  . 
Dann  wird  bei  der  Bewegung der Ebene  z=const.  im 
vorgeschriebenen  Sinne  (mit  abnehmendem  z)  ein StUck  der 
Mannigfaltigkeit M 2  entstehen, bez. eine Oeffnung in demselben 
verschwinden,  oder aber .es wird ein  vorhandenes  SLück  der 
lIf'i verschwinden hez. eine Oeffnung in einem solcben enLstehen. 
Die  heiden  ersten Vorkommnisse  sindersicbtlich mit +  4  für 
die Aenderung der Chal'Mteristik vonltl'i, zu zählen,  die letzten 
bei  den als - ~ . 1)  . 
(c)  und (d).  Die Schnittcul've hat an  der Berübrungsstelle 
einen Doppelpunkt mit reellen Zweigen. 
Dann  wird hei  der Bewegung  unserer Ebene  z  ~  const. 
mit abnehmendem z  entweder ein  Stück dei' 1}<['2  sieb  in zwei 
spalten, oder es werden zwei vorbeI' getl'ennle Theile sich vel'-
emlgen.  Das erste Vorkommniss  ist ersichtlich mit  +  4,  das 
zweite  mit  - 1  für die. Characteristik von 111'2  in Rechnung zu 
bringen  2). 
1)  Mlll1  mag die Unterscheidung auch durch den Umstand characteri-
si1'en,  dass  man  in den  ersten beiden  Fällen  »von oben betrachtet« die 
Aussenseite,  in den  heiden letzten Fällen  die Innenseite der Fläche f = 0 
sieht.  Die analogeUnterscheidUl1gtl'itt auch für die Ftille(c) .und (d)  ein. 
2)  Vel'g1. die vOl'stehende Anmerkung. 64  \VALTllllR DYCK, 
Die analytische Formulirung der bezeichneten Unterschiede 
ergiebt nun  sofort  die verlangte  OhCt1'acteristik  K'}.  des  ebenen 
Schnittes z =  za in der Fm'mel :  z =  z" 
Z =Za 
'fl1  fu  I] , 
f'21  fu  i 
(3) 
in welchet' die  Sztmmettion über alle Punkte 
f  =  0  1  f1  =  0,  f2  =  0)  z:> za 
verstanden ist. 
Die  Gleichung 
zoelche,  'analog wie in § 7, wieder eintritt, wenn wü' die  Summa-
tion über alle Pnnkte 
ausdehnen, giebt dabei eine (erste) Beziekung zwischen den DOIJpel-
pttnkten jenes Ourvensystems.  Dabei sei he1'vorgehoben,  dass wir 
diese  Beziehung  attffassen  kiJnnen' als  geltend  für, ein  auf der 
FWche f  '  0  vet-laufendes,  System  von  sich  nicht  schneidenden 
CU1'ven i)  odet' aber,  als geltend fü?'  ein  beliebiges ebenes  Om'ven-
system f (x, y,  z)  =  0  mit z  als willkil1'lichem  Paramete1'. ' 
Zusatz.  Wir' können die  hiermit gefundene Characteristik 
eines Curveninneren sofort auch verwerthen, um für die in § 7 
gegebenen Berührungspunkte horizontaler  Tangenten einer Curve 
f (x, y)  =  0  eine  weitet'e  Formel  abzuleiten.  Betrachteu wir 
nltmlich,  um  die  Chal'acteristik des  Innenraumes  der  Gm'ye. 
{(x, y)  =  0  zu bestimmen, clus Curvensystem 
l (x, y)  +  z  =  0 , 
so  wird nach Formel  (3)  cliefragliche  Gharacteristikgegehen 
dm'eh 
(5) 
wobei die Summation verstanden ist übel' alle Punkte 
" f (x, y)  +  ~ - 0 ),  t~  =  0  "  f",  - 0  1  ~ > 0 , 
1)  Also  für  ein» Curvensystem S « von der in A. S. 1  (§  2)  gebrauch-
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oder kürzer, über ane Punkte 
((x, y) < 0,  (I = 0,  ('J.  = 0 . 
Diese  CharacterisLik  lässt  sic;h  aber  auch  durch  die  andere 
Formel 
(6)  K'J.  =  i  ~  [fH] 
z=O 
darstellen, wobei diese Summation jetzt übeL' alle Punkte· 
(=0,  fi=O, 
d.  h.  ehen über jene in § 7  beteachteten Berühmngspunkte, 
ausgedehnt ist').·  Formel (6)  liefe?'talso  eine  zweite Beziehung 
$wischen jenen BeI'ührungspunkten, deren geometrische Bedeütung 
sich in einfachster Weise fonn'ltlil't 2 }  • 
§  9. 
Characteristik dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten. 
Gegeben  ein  geschlossener  Rattmvon  drei Dimensionen  in 
einem linem'enRaumevon vier Dimensionen durch f (x, y,:Z, w) =  O. 
lY!an  bestimme die  Characteristik  der J11ännigfaltigkeit lIla,  welche 
von  den  1:nn81'halb  f =  0  liegenden  Theilen  des  linearen Raumes 
w = W a gebildet wird. 
vViI'  lassen die lineaI'e j}fa'  W  =  const. über die  gegebene 
i\fannigfaltigkeit f =  0  herabgleiten und fragen  nach der Cha-
racteristik  des  vom  jedesmaligen  Schnitte  begrenzten' drei-
dimensionalen Raumes .iY!a'  Die Reihenfolge aller dieser Schnitte 
bildet nach w =  0,  d. h. in unset'U Raum projicirt, das Flächeu-
system ((XI y, $, w) = 0  mit 'Wals  Parameter.  Die  Charac-
teristik für den Innenraum der einzelnen Flächen dieses Systems 
ändert sich  uun jedesmal fÜI' »herühl'ende«  'W = coust.)  d. h. 
jedesmal ,  wenn  eine  Fläche  des  Syste.ms  einen  Knotenpunkt 
besitzt.  Dabei sind für die Aenderung  der Characteristik,  wie 
aus den Definitionen  in §  4.  des I. Abschnittes sofort folgt,  viel' 
Unterschiede  bezüglich der Art der auftretenden Knotenpunkte 
zu treffen: 
·1) Vergl. Kronecker Monatsber. '1878  pag. 145. 
2)  A ..  8. I.§ 5. 
Math.-phys. C!asse 18S6. 66  \VALTIIIlR DYCK, 
(ö)  und  (b).  Für  isolirte  Knotenpunkte  ist  zu  unte'!'-
scheiden 
ob  in  dem  betreffenden Punkte  (und  der durch  llöbneh-
mende«(  w  bezeichneten  Richtung  der Durchlaufung  unseres 
. Flächensystems) ein reeller (elliptisch gekrümmter) Flächentheil 
entsteht, oder umgekehrt 
sich  ein  reeller  Flächentheil in· einen  Punkt  zusammen-
zieht und dann verschwindet. 
(c)  und  (d).  Die  Knotenpunkte  mit  l'eellem  TangenLial-
kegel sind zu trennen·  .. 
. in solche, bei denen ein hyperbolisch gekrümmter Flächen-
thoil sich in zwei elliptische spaltet, und umgekehrt 
in solche,  bei clenen  zwei  elliptisch gekrümmte Fltichen-
theile sich zu einem hyperbolisch gekrümmten vereinigen. 
Die in  § ades 1.  Abschnittes  gegebenen  Entwickelungen 
zeigen,  dass  für  die  Abzählung der Characteristik des Innen-
raumes unserer Flächen die Fälle (a)  und (c)  mit +  1 , die Fälle 
(b) und (d)mit - ~  zu rechnen sind.  Analytisch ß1'giebt sich die 
fragliche  Sum1Jwtion,  welche  die  Clwl'acteristik  des  Schnittes 
w  =  w(~ von f (x,y,:z, w) =  0  liefert, dunh dieF01'mel 
fu  f1.'2I13 
(7)  J{3  =  ~  [f4  f21  f9.'J.  /~3 J 
1V =  W a  f  /'  f  I 
31  3'!.  33  I 
die  S'ummation  ß1'streckt übel' alle Punkte 
f  =  0  ,.  fl  =  0)  f'J.  =  0,  fa  - 0 , 
Dabei liegt wieder in der Gleichung· 
fu  fl'). fIS 
(8)  .~ [f4  (.1.-1  t~').  t~3  1 =  0·, 
fal  f3').  f33 
welche bei der  Sunimation über· all  e Punkte 
f  - 0,  fl  =  0, 1  f'). . =0,  fs  =  0 
statthat,  eine  erste  Relation  :zwischen jene1i  Knotenpunkten  '1.'01', 
Auch diese Bezielmng mCbg  man dabei  wiecle1'  geometrisch deuten 
als geltend  fÜ?'  ein System von Flachen,  welche sich  nicht schnei-
dend als lineare Schnitte auf  jene?'  lJIla f (x, y, z, w) =  0 angeonl-
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eines  beliebigen  Flachensvstemes  f' (x, V,  .z,  w) = 0  in  unserem 
gewIJhnUchen  Raume mit 'Wals PaTmneler. 
Zusatz.  Die  hiermit  gefundene  Characteristik  eines  von 
einer Fläche begrenzten linearen Raumes von dl'ei Dimensionen 
können wir wieder für die in § 8 gegebene Fläche f(x, y,  z) = 0 
verwenden,  indem wir diese  successive  entstehen  lassen aus 
dem Flächensysteme (von sich nicht schneidenden Flächen): 
f (x, V,  z)  +  w  =  0 . 
Wir erhalten  hierfül'  durch Anwendung  der  Formel,  dass die 
Characteristik.  des Innenraumes der Fläche  w  .  0  gegeben ist 
durch 
{9) 
diese SUUlme verstanden über alle Punkte 
f<O,·f'1=Ü,  f~=O,  fa=O. 
Diese  Formel  lässt  sich,  wie  schon  in dem  ersten  Aufsatze I) 
el'wähnt) umsetzen in die andere 
('\ 0)  Ks  =  *  ~  r  fH  f12  :J, 
z  =  0  - 'f''li  f''i'l.  I 
in welcher die Summation über alle Punkle 
f=O,  (i=Ü,  f'i=ü 
verstanden  ist. 
Sie giebt,  da sie sich wieder  auf' die  schon  in F01'mel  (4-)  be-
trachteten  Berührttngspunkte  h01'izontalel'  Ta?lgentialebenen  der 
Flache f' (x, y,  z) =  0 bezieht (und  ZWa1' diesmal ihrem Chamclel' 
als  Doppelpunkte  mit  l:maginaren  bez.  reellen  Tangenten  ent-
sprechend) eine zUleite Relation fih' jene Punkte.  . 
§ 10. 
Zweite Relation  zwischen  den Knotenpunkten  eines 
Flächensystems  . 
Die  ganz  analoge  Ausführung  der  Abzählung  bei  mehr 
Dimensionen sei hier nur in  'der einen Relation beslJ1'ochen,tvelche 
• 
1 J  Vergl. Kronecker,  Monatsberichte ·1878  pag. 145  und A.  S. 1.  § 6. 
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(den Formeln  (6)  ~tnel (10)  analog) eine  zweite Beziehung {Ül' elie 
Knotenpunkte des in § 9 behandelten Flachensystems {(x, y, z, w) = 0 
giebt)  durch die  besondere Ahzählung  deI'  Chtll'acteristik  des 
durch {=  0 hegrenzten linearen vierdimensionalen Raurnes,hei 
welcher wir denseIhen entstehen lassen durch successives An-
wachsen aus dem Systeme {(x,y, z, w) +  t =0. Es ergieht sich 
dann für  die  Characteristik K4  derviel'dimensionalen Mmmig-
t = 0, 
faltigkeit  zunächst  eine aen Formeln  (5)  iJnd (9)  analoge Dar-
stellung,  welche  (Fol'lnel  (6)  und ('I ,})  entsprechend) umgesetzt 
\-verden kann in 
(H) 
ll2  t~3  , 
{'li'!.  f9.3  IJ, 
{32  {S3' ! 
die Summe auf alle Punkte 
{=  0 ,  fi  -0,  f'l.  =  0;  f3  =  0 
ausgedehnt.  Diese FOl'mel vedangt jetzt die Knotenpunkte des 
Flächensystems { =  0  derart zu summir'en, 
dass alle  isolirten Knotenpttnkte  der einzelnen Flächen  des 
Systems mit +  1 oder -'1 gezählt werden, je nachdem deI' den 
Knotenpunkt  umgehende  Raum  positiv  oder  negativ  ist mit 
Bezug auf die  betreffende  Fläche, und  analog 
die !(noltmpun1cte  mit reellem  Tangentialkegel  mit +  1  oder 
- 1  für  die Characteristik  zählen,  je  nachdem  der eintheilige 
oder der zweitheilige Raum,  welcher die Kegelfläche umgieht, 
posiLlv oder negativ ist. 
Dieser Unterschied ist aber geometl'isch sofort am Flächen-
system  selbst erkennbar,  da  nach  unsere)'  Annahme  für  alle 
Flttchen des Systems der unendlich ferne Punkt des Raumes im 
positiven Gehiet von { liegt. 
§.JtI. 
Allgemeinere Formulirungen. 
Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  gegehenen  Ent-
wickelungen haben uns - ich beschränke mich in der Sprech-
weise  auf die Gebiete von  zwei und drei  Dimensionen - fÜI> 
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f (x, y,  .z,  w) = 0 je mit einem Parameter .z  bez. w in unserem 
gewöhnlichen  Raume  jedesmal zwei Relationen  erkennen  las-
sen,  die  zvvischen  den  » besonderen  Punkten  «  dieser Systeme 
bestehen.  Die Auffassungsweise  dieser:  Systeme  als  den  Ent-
stehungsprocess zwei- und dreidimensionaler l\fannigfaItigkeiten 
schildernd,  macht  es  evident,  dass  irgend  anderen  als  den 
hier zu Grunde gelegten  einfachsten Entwickelungsarten  einet' 
Jilannigfaltigkeit  analoge Relationen  entspringen  mUssen,  dass 
also die hier  abgeleiteten Beziehungen,  ohne  einen wesentlich 
neuen  Gedanken  auch  übertragbar  sind,  beispielsweise  für 
Cnrvensysteme  auf )Jeliebigen Flächen",  fUI'  Flächensysteme  in 
beliebig gestalteten dreidimensionalen Bitumen. 
Dei' . Umstand  weiter,  dass  die  Characteristik  unserer 
MannigfalLigkeiten  in gZe/eheT  'Weise  sich  fUr  »  geschlossene  (C, 
vl'ie fUr berandete Gebiete abzählen lässt, ·führt zur Aufstellung 
von Relationen fUr Curvensysteme, die nicht mehr ein geschlos-
senes  Ganze  bilden;  sondern durch  gewisse  RandeUl'ven  he-
gl'enzt erscheinen 1),  weiter  zu Relationen  fUr  solche Flächell-
systeme, die, in einem dl'eidimensionalen Raume gelegen, jetzt 
auch wieder nur his zu gewissen Grenzflächen betrachtet sein 
sollen. 
Auch wied man  sich,  geometrisch wenigstens, von den im 
Vorstehenden eingeführten Einschränkungen .üher die Art  der 
,;besonclel'en(Punkte . in  unseren  Systemen  frei  zu  machen 
haben,  um  auf die allgemeineren FOl'mulirungen im Sinne des 
1.  Abschnittes· meineI'  erstenl\'Iittheilung zu gelangen. 
Ich hoffe  im Verfolg der Untersuchungen auch hierauf ein-
geben zu. können  ... 
4)  Also. Relationen von der inA. S.  1: Abschnitt 1.  gegebenen Art.. 